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(Eingegangen am 13. Mdrz 1971) 

A ~Tew Concept in Quantum Chemical Analytical Method- 
ology 

The concept is based on the derivation of the wave functions 
for calculating transit ion elements and expeetaney values (with- 
out ~)) from specific inequalities for the variables sought instead 
of from the energy variation. The inequalities can also be 
used as a calculus of variations,  as the approximate  solutions 
obtained from the energy variat ion are generally the  best  
approximations in the spatial  regions to the actual  wave 
functions, which are of less significance for specific expectancy 
values and transit ion elements: 

Fur ther  estimates of (~+/~) are given. 

Das Konzept  basiert  darauf, die Wellenfunktionen zur 
Berechlmng yon L~bergangselementen und Erwartungswerten 
(ohne 55) nicht  der Energievariat ion zu entnehmen, sondern aus 
besbimmten Ungleichungen ffir die gesuchten Gr6f3en, die auch 
als Variationsrechnungen brauchbar  sind, da die aus der Energie- 
variat ion erhaltenen Ng.herungsl6sungen ~ in der Regel in den 
Raumbereichen die wirklichen Wellenfunktionen ~ am besten 
approximieren, die ffir best immte Erwartungswerte und ~ber -  
gangselemente weniger yon Bedeutung sin& 

Es werden weitere AbschKtzungen fiir (~/~} angegeben. 

1. E i n l e i t u n g  

P rak t i s ch  Mle Ver fahren  der  Quan tenchemie  bas ie ren  auf dem 

Energ ievar i a t ionsver fahrea ,  in  dem von  Vergle ichsfunkt ionen ~ aus- 
gegangen wird,  die b e s t i m m t e  Eigenschaf ten  der  Wel l en funk t ionen  
schon bes i tzen und  Ini t  denen  d a n n  der  Ausdruck  
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minimisiert wird, wobei 
N 

(~f+> = 1 (2) 

sein muB. Es gilt dann immer 

(55) >/z0, (1 a) 
wean z0 der Grundzustand des jeweiligen Systems ist und die zeit- 
unabh/ingige Schr6dingergleiehung allen Beziehungen zugrunde gelegt 
wird (Born--Oppenheimer.N&herung) 

Danach gilt. in (1 a) das Gleiehheitszeichen, wenn 

~ 0 -  %, (4) 
anderenfalls kann 

% ~ +o (5) 
angenommen werden. 

Das gleiehe gilt ftir angeregte Zust&nde (k > 0), die mart etwa mit 
dem Ritzschen Verfahren bereehnet, t t ier  erh~ilt man 

( ~ 1 5  I~,~)/> ~,  (6) 
wobei 

und das Ritzsehe Verfahren dadureh eharakterisiert ist, dab alle +~ aus 
einem Gleiehungssystem erhalten werden; andererseits gilt (6) nieht als 
Ungleiehung. 

Fiir k > 0 erwartet man, wieder in Erweiterung yon (5), 

~ ~ +~. (71 

Gerade diese ungenaue Angabe (7) ist es, die Ausgangspunkt der hier 
vorliegenden [Tberleguagen ist. 

2. A u s g a n g s p u n k t e  

Da aus ~k nieht nut  die Elektronendiehte, sondern aueh alle wellen- 
meehanisehen Informationea (Erwartungswerte und ~bergangselemente) 
erhalten werden, mug versueht werden, die Aussagen (7) zu verseh&rfen, 
besonders dann, wenn die Energie des Systems nieht die Information ist, 
naeh der gefragt ist. 

Wie wit wissen, wird ,~k bei der Energievariation - -  werm dieses 
etwa Variationsparameter enth&lt - -  in der Regel bevorzugt in Kernn'~he 
(allgemein: Stellen groBer kinetiseher Energie) an +~ angegliehen, wobei 
die unmittelbare Umgebung der Atomkeme wiederum nieht so bevorzugt 
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wird, da die Volumenelemente, die man um 4ie Zentren der Atomkerne 
definieren karm, 4oft gegen Null gehen und somit bei der Bildung yon 
(6) die Werte yon ~k in unmittelbarer Kernumgebung nicht wesentlieh 
zur Energie beitragen. Dies gilt anch fiir groBe Abstgnde yon den Kernen 
(allgemeiner: Bereiche kleiner kinetischer Energie), da diese Bereiche eine 
kleine Elektronendichte aufweisen und die Stellen groBer kinetischer 
Energie des Elektronensystems mit groflem Gewicht bei der Energie- 
variation herangezogen wer4en. 

Diese Raumbereiche, bei denen nach der Energievariation (7) 
besonders gut erftillt ist, stimmen in fast allen Fgllen nicht mit den 

Bereichen yon ~ iibereia, 4ie bei tier Bil4ung yon Ubergangselementm~ 
und Erwartungswerten 

wesentlich in die Integrationen eingehen, wobei 0 4er entsprechende 
Operator ist. 

Die Erfahrung zeigt daher, dab 0~, in der Regel, besonders wenn 0 
kein Teil yon $3 ist, viel langsamer gegen die exakten Werte konvergiert-, 
wenn eine Funktionsfolge 4er Art 

lira ~(i) = +k (9) 
i-->~ 

durchlaufen wir4, bei der jeweils gilt 

,.6 IG( ,>  > 1 I (to) 

Das Vorgehen mit Hilfe der Energievariation ~ zu bereehnen, ist daher 
vom Standpunkt der O~.~,-Bestimmung keine 6konomische Methode, 
wenn nicht die Energie des Systems (oder Teile davon) yon Interesse 
siva ( 0  - -  ~5). 

Man muB sieh daher fragen, ob es andere Wege gibt, Okk, zu be- 

reehnen, als mit den ~ aus der Energievariation. 
Ein unmittelbarer Zugang zu 0~}, ist also gesueht. 

3. Das K o n z e p t  

Bezeichnen wir mit Ok~, das Integral (8) mit den exakten Funktionen 
~k und ~k', so besteht 4as neue Konzept 4arin, alle Berechnungen yon 
Okk, mit Hilfe yon Beziehungen durehzufiihren, die in folgenden Un- 
gleichungen geschrieben werden k6nnen, 
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wobei 0 '~ und O' fiir eirte Gesamtheit yon Operatoren stehen, die auch 0 
enthalt-en kSnnen, if' und b" stehen fiir Funktiortenbasen, die ggf. in 
D_ und  co anftreten k6nnen. 

Mit (11) soll r~och gelten 

~- ('+k+k', ~', _0') = ~ (+k,+~',  r _0") = Okk', ( m ~ )  

damit (11) ein Variationsverfahren darstellt, des yon beiden Seiten ein- 
schliel3en kann. 

Zwar gibt es seit l/~ngerem schon ~hnliche Beziehungen fiir die 
Energie, doch besteht das Vorgehen hier im Unterschied darin, mit 
Funktionen die entsprechenden Erwartungswerte und Ubergangs- 
elemente zu berechnen und abzusch/~tzen, die speziell auf diese GrSl]en 
variiert werdert. Diese Funktionen k6nnen fiir andere Informationen 
ungeeignet sein oder miissen neu bestimmt werden. 

Betrachten wir etwa allgemein eine Vergleichsfunktion ~, die mit 
vorerst freien Parametern sq, ~s . . . . .  ~,,z versehen sei (r, q~ sind die 
Elektronert- und Kernkoordinaten) 

so k6nnten die c~j" mit Hilfe der Energievariation (1 a) bestimmt werden. 
Einen anderen Parametersatz wird man bei einer Variation nach (11) 
erhalten, der ggf. sehr unterschiedlich sein kann. Je nachdem, welcher 
Operator 0 zugrunde gelegt wird, werden sieh verschiedene Parameter- 
s~tze ergeben. 

Man wird daher schon mit kleineren Basiss/~tzert erwarten dtirfen, 
ds8 sich gute Okr-Werte ergeben, obwohl mit der gleichen Basis (gleiche 
Para, meterzahl) die erhaltenen Energiewerte nut  schlecht mit deft wirk- 
lichen Werten iibereinstimmen. 

4. D i s k u s s i o n e n  

Dieses Konzept uad die damit verbundenen U'bertegungen f~ihren 
u. a. auch zur Frage nach der Gtitedefinition yon N~herungsfunktionen 
(VeI~'leichsfunktionen), die yore Autor mit Hilfe der V~ri~tion ~ 

f [0 {.CO - -  X} ~2 d v - Min. (13) 

eingeftihrt wurde, wenn O kein Differentialoperator ist. Danach kann 

die Giite einer Basis ~ nur beztiglieh eines Operators O definiert werden, 
d.eren Erwartungswerte und Uberg~ngselemente geiragt sind. Des 
Variationsverfahren (18) wurde sp~tter mit Hilfe der Momentenmethode 
welter ausgebaut und vereirffaeht ~. 

1 [-1. PreuJ3, Z.  Naturforseh. 13 a, 439 (1958); 16 a, 598 (1961); Fortschr. 
Physik 10, 271 (1962). 

'-' T .  Szon, dy,  Acta Physica Hung. 17,3, 303 (1964). 
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Eine wichtige Rolle bei der Gtitedefinition spielt das IntegrM 

f [0 ( ~ - - ~ k ) ]  2 dv ~--- ~k2(O), (14) 

das den besagten Zusammenhang zwischen ~ und 0 unter Beriick- 
sichtigung der exakten Welleafunktion darstellt. Es hs ns 
weise mit (13) zusammen. 

Ist  0 = 1, so geht (11) in eine Absch~tzung fiir 4as Integral (qb/~} = S 
fiber, das sich nach (14) zu 

2 (1 - -  s )  = ~ (1) (15) 

ergibt, wenn alle Funktionen normiert vorausgesetzt werden. 
Trivialerweise folgt aus (15) noch 

S ~> 1. (15a) 

AbschKtzungen yon S nach (11) sind in der Liter~tur 3 schon seit lhnge- 
rein bekannt. Variationen im Sinne yon (11) k6nnen als ein Mirdmisieren 

des Abweichungsquadrates yon + und ~ aufgefaftt werden, wobei obere 
und untere Schranken (auch ffir ~z) ungegeben werden kSnnen. 

Allerdings verlangen die bisher bekannten Beziehungen (11) fiir S 
noch die Kenntnis yon Energiewerten oder deren Schranken. Wenn es 
gelingt, brauchbare Beziehungen fiir S zu linden, so w/ire damit ein 

Variationsverfahren gefunden, das ~ unmittelbar auf ~ naeh (15) 
bezieht. 

Die HerleitungsmSglichkeiten fiir Beziehungen (11) seheinen noch 
nicht erschSpft zu sein. Erst  ktirzlich wurden Ungleiehungen fiir Dipob 
iiberg~nge angegeben, die neue MSglichkeiten aufzeigen a. 

Wir wollen abschliel]end noeh einige Beziehungen angeben, die sich 
aus der Verallgemeinerung yon (14) ergeben, wobei 0 ~ 1 vorausgesetzt 
sein soll. 

Setzen wir 

mit 

d~  ) 0 (16) 
4 / i  +2XSl~+ x~ 

$12 = (~11r (16a) 

so erhalten wir ~aeh k-Variation die Ungleiehung 4 

~-~12 -~ $22 -~ $122 - -  2 t-~1t-~2812 - -  I ~-~ 0, (17) 
a Z.B.:  M. E. Rayner, Quant. J. math. 13, 61 (1962); H. Conroy, 

J. Chem. Phys. 47, 930 (1967); J. B. Delos und S. M. Blinder, J. Chem. Phys. 
47, 2784 (1967); R. G. Gordon, J. Chem. Phys. 48, 4984 (1968); N. W. Bazley 
und D. W. ~ox, J. Res. :Nabl. Bur. Stand. 6613 B, 1 (1962); L. M. Delves, 
J. Math. Phys. 5, 1055 (1964); C. Eckart, Physic. Rev. 36, 878 (1930); 
G. Temple, Proc. Roy. Soc. A 119, 276 (1928). 

4 F. Weinhold, ft. Math. Phys. 1, 2127 (1970) und folgende. 
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die sehon friiher an Hand  der Gramschen Determinante  abgeleitet  wurde 
und aus der welter folgt [entsprechend (11)] 

wobei 
$ 1 = ( 4 1 r  S 2 = ( 4 1 r  (18a) 

Der Paramete r  k ergibt sieh im Minimum yon (16) zu 

S1S~ - -  $12 
Z --  (19) 

1 - -  $2 ~ 

AnschlieBend an (16) wollen wir die MSglichkeiten diskutieren, die sieh 
aus der Ij~gleichung 

f (4 - -  A })~ d v/> 0 A = A (O}, 4) (20) 

ergeben, wenn yon A verlangg U6rd, dab 

A (0, +, 4) 4 = 4 (21) 

erftitlt is$. Dies 1/~13t sich auf verschiedene ~Zeisen aufbauen.  
Setzen wir 

A - <4 1 Y~ I~> - ~ s '  (22) 

so erhal ten wir aus (20) die Ungleiehung (wir nehmen an, dal~ 
( .co 4 [ 55 4) = @15321d?> gilt, andererseits ist die urspriingliehe Form zu 
verwenden) 

( ~ 1 ~ 2  [~} _ (~2) I> z2S2, (23) 

die auch dann noch erhal ten bleibt, wenn z z dureh eine untere  Sehranke 
ersetzt  wird, etwa dureh 

well (.~3} und z negat iv angenommen werdea k6nnen. Damit  geht  (23) 
tiber in 

<55~> - - / >  s 2, (25) 

was aueh aus (20) folgt, wean 

gesetzt  und wegen (i a) yon 

(5> ~> 1; 

A - -  ( 2 6 )  
- S (55> 

(z < 0, <53} < 0) (27) 

Gebraueh gemaeht  wird. 
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Wird (27) nicht verwendet, so erg~ibt sich mit (26) die Ungleiehung 

I <~  ~- $2 <~>~ >I 0 (28) 

und daraus weiter 

Mit 

S ~ ~< >/ 0, (28a) 

sS~  
A -~ ( ~  (29) 

ergibt sich unter Verwendung von (22) und (27) dagegen die Ungleichung 

1 
S 2 ~< (30) 

2 <g)~>' 

fiir die 

o < ( ~  < 2 (3on) 

vorausgesetzt werden mul~, obwohl fiir diesen Ansdruck noch keine 
Beschri~nkung nach oben gefunden wurde. 

SehlieBlich setzen wir 

A --  (S)} (31) 

un4 erhalten vorerst, wegen (22), die Beziehung 

- ~ + >~ o. (32) 

Mit (21) folgt daraus welter 

1 - ~  >/ 2 S. (33} 

Eine wesentliche Rolle bei allen Beziehungen spielt der Ausdruck 
<~2}/(~}2, der bisher naeh (30 a) teilweise abgeschgtzt wurde. Geht man 
aber yon 

aus, so erhglt man 

(.~2} >/ 1, (35) 

so dal~ (30 a) fiir die untere Grenze dureh die obige Beziehung ersetzt 
werden mul l  
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Damit werden einige der obigen Absch/~tzungert trivial, wir haben sie 
abet dennoch angegeben, um das Prinzip aufzuzeigen und im besonderen 
darauf hinzuweisen, dab im einzelnen noch untersucht werden muB, wie 
verfahren werden sollte, damit im Rahmen dieses Vorgehens brauch- 
bare Abschhtzungen resultieren. 

Dieses Vorgehen kann aber noch erweitert werden, indem etwa yon 
(16) ausgegangen und entsprechend (20) vorgegangen wird. Geht man 
{2~ ~va, v o n  

~-~) /> 0 (36) 
aus, so erh/~tt man 

<~5) 2 
>~ S. (37) 

E 2 ~ >  - i  

~,Vegen (27) und (30) sind Zahler und Nenner in (37) positiv. }Viirde diese 
Abschatzung [mit (15 a)] trivial sein, so h~tte man damit eine untere 
Schranke fiir ~ gefunden, andernfa]Is b]iebe sie eine brauchbare Un- 
glcichung liir S. 

Der Ausdruck 

{ - - 5 9 ~ d , i > 0  (38) 
d 

fiihrt dagegen zu 

7 1 (~2) 

Auch hier gilt das fiir (37) gesagte. 

Schliel31ich betrachten wir etwa 

and erhalten 

so dab 

~ ~/2d'v >/0 

2 - - - -  
<5) 

(39) 

(4o) 

(41) 

(42) 
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wenn 

<~) ~< 2 (43) 

vorausgesetzt wird. 
SchlielMich soll noch auf die M6glichkeit hir~gewiesen werden, mit  

Hilfe yon (11) neue Formen yon iter~tive~ Verfahren zu entwickel•, 
~hnlich den bekannten SCF-Methoden, die sieh hier yon bei4en Seiten 
4era wirklichen Wef t  n/~hera, wobei jeweils andere Approximationen 
Verwendung linden kSnnten, zumindest mit  ~nderen Parameters~tzen 
entsprechend (12). 


